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1. Introduccio´n
La idea de utilizar el movimiento en la Geometr´ıa, data desde hace bastante tiempo. La
traslacio´n, la rotacio´n y la homotecia son buenos ejemplos que se encuentran contempla-
dos en los programas de Educacio´n Ba´sica; en los casos citados se realizan aplicaciones que
consisten en desplazar la totalidad de los ve´rtices de una figura dada y, con ello, toda la
figura. Cuando se trabaja con tria´ngulos, se suele ubicar la base de uno sobre una recta y
trazar una paralela por el ve´rtice opuesto a la base y desplazar este ve´rtice, sobre la recta,
para hacer notar que existen infinitos tria´ngulos con igual a´rea y que, adema´s, pueden
ser de cualquier tipo, siempre que la base y la distancia entre las recta no var´ıe. Algunos
matema´ticos han ido ma´s lejos al incorporar la velocidad en la resolucio´n de problemas
geome´tricos (ve´ase bibliograf´ıa al final de la ponencia). La GEOMETRI´A DINA´MICA,
como se suele llamar, toma impulso en la de´cada de los 90’s con el desarrollo de soft-
ware CABRI aplicado a Geometr´ıa y de otros posteriores que se encuentran ampliamente
difundidos en la red2.
Antes de 1998, cuando aparece el software CABRI, la Geometr´ıa Dina´mica ofrec´ıa pre-
sentaciones esta´ticas, lo que exig´ıa grandes dosis de imaginacio´n; luego de ese an˜o, las
presentaciones tambie´n se hicieron dina´micas, por lo que la manipulacio´n y la obser-
vacio´n pasaron a jugar el rol preponderante. La intuicio´n es importante ambos tipos de
presentacio´n; no obstante, la dina´mica hace que fluya de una forma ma´s a´gil y precisa.
Este trabajo recoge viejas ideas referentes a la transformacio´n de figuras. Mediante la
aplicacio´n que denominaremos Contraccio´n del Haz Paralelo Respecto al Pol´ıgono
Dado ( o Figura Dada), complementada con la Fo´rmula General del Area del Pol´ıgono
presentada en el XIV Encuentro de Geometr´ıa y III de Aritme´tica3, observaremos la
facilidad con que se puede llegar a conclusiones. Aunque la aplicacio´n puede ser utilizada
en infinidad de situaciones, se mencionan solamente la semejanza de pol´ıgonos y se realiza
un estudio de la elipse, considera´ndola como transformada del c´ırculo; aspecto e´ste que
se desarrolla con ma´s amplitud, puesto que se introducen puntos de vista algo diferentes
1Ponencia presentada en el XV encuentro de geometr´ıa y III de aritme´tica.
2Un demo de el sofware GEUP, en espan˜ol, puede ser descargado gratis en la red Internet.
3Ve´ase en las Memorias la primera parte de la ponencia: ACERCA DE LA VALIDEZ DE LA
FO´RMULA PARA CALCULAR EL AREA DE UN POLIGONO REGULAR; o el art´ıculo AREA DEL
POLIGNO- enfoque para el ca´lculo en monograf´ıas.com.
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que se desprenden de la contraccio´n. Ambos a manera de ejemplos, para demostrar que se
puede llegar a conclusiones utilizando sencillos procedimientos algebraicos que acompan˜an
al geome´trico.
De su lectura se desprendera´n otras transformaciones que pueden estudiadas en Geometr´ıa
Dina´mica, bien sea con presentaciones esta´ticas o asistidas por computador.
2. Haz de rectas paralelas
2.1. Definicio´n
Un conjunto de rectas el plano que pasan por un mismo punto se denomina haz central
y el punto comu´n es el centro del haz. Un conjunto de rectas paralelas pertenecientes a
un plano se denomina haz de rectas paralelas, o haz paralelo. Un haz paralelo es finito
si consta de un nu´mero finito de rectas; si k es el nu´mero de rectas del haz paralelo se
denominara´ k-haz.
Haz central Haces Paralelos
Dos rectas de un haz paralelo son consecutivas si entre ellas no se encuentra ninguna
otra perteneciente al haz dado. Un haz paralelo es regular si las rectas consecutivas se
encuentran a una distancia constante, de lo contrario es irregular.
Si definimos un sentido perpendicular al k-haz (en la ilustracio´n anterior indicado con la
flecha) tendremos un haz paralelo ordenado. Las rectas se enumeran: r0, r1, r2, . . . , rk−1;
en forma prelativa y en el sentido dado. Las rectas r0 y rk−1 se denominan extremos del
k-haz.
La distancia entre dos rectas consecutivas de un haz paralelo se denota:d(ri ri+1).
Se puede ordenar un haz paralelo infinito, tomando una recta como r0 y a partir de e´sta, en
el sentido seleccionado las enumeraremos consecutivamente: r0, r1, r2, r3, . . . ; en el sentido
contrario las enumeraremos: r0, r−1, r−2, r−3, . . ..
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Dados dos haces paralelos: son paralelos, perpendiculares u oblicuos entre s´ı, si
tomado una recta de cada haz, e´stas son paralelas, perpendiculares u oblicuas entre s´ı,
respectivamente.
En la ilustracio´n de arriba observamos haces paralelos, perpendiculares y oblicuos entre
s´ı.
2.2. Haz paralelo respecto a un pol´ıgono dado
Todo haz paralelo finito, cuyas rectas pasen por ve´rtices de un pol´ıgono dado se denomina:
k-haz del pol´ıgono dado. Es evidente que podemos trazar infinitos haces paralelos de una
figura; cuando nos refiramos al k-haz de un pol´ıgono dado, entenderemos que es cualquiera
de los infinitos k-haces paralelos que se pueden trazar.
En la ilustracio´n podemos observar un octa´gono y algunos de sus k-haces. Las flechas
indican un sentido de su posible ordenacio´n, aunque tambie´n puede tomarse el contrario.
2.3. Contraccio´n del haz paralelo
Llamaremos contraccio´n de un haz paralelo a una aplicacio´n que convierte al haz
dado en otro haz cuyas distancias entre rectas consecutivas se han multiplicado por un
factor constante. Si el factor es menor que uno: las rectas se juntan; si es mayor que uno:
las rectas se separan. Si es uno, el haz permanece sin cambios. Denotando como r
′
i y r
′
i+1
a las nuevas rectas y al factor constante, sera´: d(r
′
i r
′
i+1) = λd(ri ri+1).
La contraccio´n puede hacerse con respecto a una recta del haz, en cuyo caso la recta dada
permanece inmo´vil y el resto de las rectas del haz paralelo se acercara´n o alejara´n de ella
en funcio´n de la constante λ. Si no se especifica nada, se tomara´ como fija la recta r0.
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En la ilustracio´n arriba se puede observar un 5-haz y un nuevo 5-haz obtenido al aplicarle
un factor de contraccio´n λ = 1/2, respecto a la recta situada en la parte inferior.
Dejando fija r1 podemos observar una contraccio´n del primer haz con factor λ < 1 y otra
con factor λ > 1.
Nota. La contraccio´n con factor λ = 1 .equivale a dejar invariable el haz de rectas.
La contraccio´n con factor λ = 0 convertira´ al haz en una recta.
Puede definirse la contraccio´n con factor λ < 0, que convertira´ al haz en otro paralelo
cuyas rectas son r0, r−1, r−2, . . . , r−k y se ubicara´n, sime´tricamente, en el semiplano
opuesto al del haz dado.
2.4. Contraccio´n del haz con aplicacio´n al pol´ıgono.
La contraccio´n de un pol´ıgono dado, se obtiene mediante la contraccio´n de un k-haz
trazado respecto a e´ste.
Cuando realizamos la contraccio´n de un pol´ıgono, su a´rea aumenta o disminuye en la
proporcio´n indicada por el factor de contraccio´n λ. En efecto: si A es el a´rea de la figura
original, A =
∑
S(ri ri+1) d(riri+1), como S(ri ri+1) no var´ıa con la contraccio´n, a´rea de
la figura resultante sera´:
A
′
=
∑
S(ri
′ r
′
i+1) d(r
′
i r
′
i+1) =
∑
S(ri ri+1) λd(ri ri+1)
= λ
∑
S(ri ri+1) d(ri, ri+1) = λA
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Si realizamos una contraccio´n λ
′
, sobre la nueva figura, se tendra´:
A
′′
= λ
′
A
′
= λ
′
λA.
En particular, si la contraccio´n es de igual factor λ, se tendra´:
A
′′
= λA
′
= λλA = λ2A
Si las contracciones consecutivas se realizan de tal forma que cada una, a partir de la
segunda, se ejecuta sobre el k-haz resultante de la contraccio´n anterior (haces paralelos);
la u´ltima figura que obtiene puede generarse con una u´nica contraccio´n cuyo factor sea
igual al producto de los factores de las contracciones aplicadas consecutivamente.
La figura que se obtiene despue´s de aplicar la contraccio´n se denomina trans-
formada y en cualquier caso el a´rea de la transformada sera´ igual al producto del a´rea
original por el factor de contraccio´n aplicado, o por el producto de los factores de las
contracciones aplicadas separadamente, si este fuera el caso.
Podemos deducir que dos contracciones consecutivas e inversas aplicadas a una figura
dada, la transforman en otra figura que tiene el a´rea equivalente al de la dada. En efecto
el a´rea se multiplicara´ por el factor λ en la primera contraccio´n resultando λA y esta por
(en la segunda contraccio´n resultando λ
(
1
λ
)
A = A. Si la segunda contraccio´n se aplica
paralelamente a la primera, se obtendra´ la figura dada.
Los ve´rtices, lados y los a´ngulos de la figura resultante se corresponden con los de la figura
original.
En la ilustracio´n anterior son correspondientes los ve´rtices A,A
′
y A
′′
; B,B
′
y B
′′
, C , C
′
y C
′′
, D, D
′
y D
′′
, E, E
′
y E
′′
, F , F
′
y F
′′
; respectivamente. Son correspondientes, a su
vez, los lados, los diagonales y los a´ngulos definidos por ve´rtices correspondientes.
Dos contracciones aplicadas perpendicularmente sobre una misma figura, con factores
inversos entre s´ı, transformara´n a la figura originaria en otra con igual nu´mero de lados y
a´ngulos y, adema´s, con la misma a´rea.
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Es fa´cil observar que los lados de la figura, perpendiculares al k-haz, var´ıan sus dimensiones
en la misma proporcio´n indicada por el factor de contraccio´n λ; as´ı mismo, los lados que
forman parte del k-haz no sufren alteraciones durante la contraccio´n4.
Al aplicar contracciones sobre k-haces perpendiculares entre s´ı, respecto a la misma figura,
los lados mencionados anteriormente intercambian sus posiciones relativas respecto a cada
k-haz; luego, los lados que variaron sus dimensiones durante la primera contraccio´n no las
variara´n durante la segunda y los que se mantuvieron constantes en la primera contraccio´n
sera´n los que var´ıen durante la segunda.
Adema´s de comprobar lo dicho para los lados, obse´rvese tambie´n que los a´ngulos rectos no
var´ıan, si sus los lados se posan, alternativamente, sobre las rectas de los k-haces perpen-
diculares, as´ı mismo, obse´rvese que las contracciones pueden ser realizadas en cualquier
orden, o a un mismo tiempo, para obtener el mismo resultado.
Los lados de la figura que son oblicuos a dos k-haces perpendiculares variara´n con cada
contraccio´n, por ubicarse en ret´ıculas formadas por pares de rectas consecutivas de cada
k-haz.
4Si F
′
= Tλ2F⊥ (F ′ es la transformada resultante de dos contracciones con factor λ, perpendicu-
larmente aplicadas a la figura F ), se tendra´ que F = T ( 1λ )
2F
′
(F es la transformada resultante de dos
contracciones con factor 1/λ, perpendicularmente aplicadas la figura F
′
). ¿Co´mo se deben seleccionar los
haces paralelos?. Como usted lo desee, la u´nica condicio´n es que sean perpendiculares entre s´ı.
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En el recuadro, donde se muestra una ret´ıcula ampliada, observamos las transformaciones
que sufre un lado situado en forma oblicua entre dos pares de rectas de k-haces per-
pendiculares. El lado es el diagonal de un recta´ngulo formado por dos pares de rectas
consecutivas de cada k-haz.
Sean l longitud del diagonal; h y h
′
las distancias entre las dos rectas consecutivas de cada
k-haz; λ y λ
′
los factores de contraccio´n y, por u´ltimo, lT la longitud del diagonal despue´s
de haber aplicado las dos contracciones.
Por el Teorema de Pita´goras se tiene:
l = (h2 + (h
′
)2)1/2 y lT = (λ
2h2 + (λ
′
)2(h
′
)2)1/2.
Si λ
′
= λ se tendra´:
lT = (λ
2h2 + λ2(h
′
)2)1/2 = [λ2(h2 + (h
′
)2)]1/2 = λ(h2 + (h
′
)2)1/2 = λl.
De lo visto podemos concluir que la relacio´n entre los lados correspondientes de una figura
dada y su transformada respecto a dos contracciones perpendiculares entre s´ı, con factor
constante, es proporcional a este factor.
Observemos los mismos recta´ngulos y veamos lo que sucede a los a´ngulos α y β del
recta´ngulo original.
Partimos de: tan β = h
′
h
y tanα = h
′
h
En la transformada: tanα
′
= λh
′
λh
y tanα
′
= λh
λh
′ . Si λ
′
= λ se tiene
tan β = λh
′
λh
= h
′
h
= tanβ
′
y tanα = λh
′
λh
= h
′
h
= tanα
′
. De donde β
′
= β y α
′
= α.
Por lo que podemos concluir en lo siguiente: dos contracciones con el mismo factor y
perpendiculares entre s´ı, aplicadas a una misma figura, no alteran las medidas de los
a´ngulos internos (recue´rdese lo mencionado para los a´ngulos rectos cuyos lados se posan
alternativamente sobre los k-haces paralelos).
Las contracciones sobre una figura son tales que:
1. Si λ y λ
′
son dos factores diferentes: TλF♦Tλ′F .
2. Existe un factor de contraccio´n λ = 1 que devuelve la figura en ella misma:
F
′
= TλF = F , factor de contraccio´n neutro.
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3. Si λ, λ
′
y λ
′′
son tres factores cualesquiera:
Tλλ
′
λ
′′
F = T (αα
′
)α
′′
)F = Tα(α
′
α
′′
)F, asociatividad.
4. Si α y α
′
son dos factores cualesquiera: Tλλ
′
F = Tλ
′
λF, conmutatividad.
5. Para cada contraccio´n con factor λ existe una contraccio´n paralela con factor 1
λ
tal
que Tλ( 1
λ
)F = T 1F = F , existencia de inversas.
6. Si F
′
= TλF , se tiene que: AF
′
= λAF .
7. Si F es una figura cualquiera y λ = 0 : TλF es un segmento de recta, cuya longitud
es igual al ancho de la figura respecto a un k-haz perpendicular al que ha sido objeto
de contraccio´n.
Nota. TλF significa transformada de la figura F mediante una contraccio´n con factor λ;
AF significa a´rea de la figura F . Las contracciones estara´n siempre asociadas a un haz
determinado para cada una. El ancho de una figura respecto a un k-haz es d(r0 rk−1).
Visto lo anterior, se puede abordar el tema de las figuras semejantes sin dejar dudas
en referencia a las relaciones que existen entre sus a´reas como entre sus lados corres-
pondientes. Realizaremos algunas observaciones puntuales de-bido a que el basamento
esta´ suficientemente desarrollado.
Dadas las figuras F y F
′
, diremos que son semejantes si F
′
es la transformada de F
mediante la aplicacio´n de dos contracciones paralelas, perpendiculares entre s´ı, con factor
comu´n λ(notacio´n: F
′
= Tλ22F⊥).
Una figura cualquiera y su transformada, despue´s de haber aplicado dos contracciones
perpendiculares de un mismo factor, se denominan Figuras Semejantes.
Sean F y F
′
dos figuras semejantes; A, l y θ el a´rea, la longitud de un lado dado y
θ la medida un a´ngulo dado de la figura F ; A
′
el a´rea de F
′
, l
′
la longitud del lado
correspondiente al dado y θ
′
la medida del a´ngulo correspondiente al dado. Entonces se
cumple: A
′
= λ2A; l
′
= λl y θ
′
= θ, donde es el factor de las contracciones perpendiculares
entre s´ı, que aplicadas a la figura F dan como resultado la figura F
′
.
Si los lados de las figuras semejantes, F y F
′
, son l1, l2, l3, . . . , ln y l
′
1, l
′
2, l
′
3, . . . , l
′
n, respec-
tivamente; llamando p y p
′
a sus per´ımetros y λ al factor de contraccio´n tendremos:
p
′
= l
′
1, l
′
2, l
′
3, . . . , l
′
n = λl1, λl2, λl3, . . . , λln = λ(l1, l2, l3, . . . , ln) = λp
de donde p
′
/p = λ; luego: A
′
= (p
′
/p)2A.5.
5No deben confundirse las relaciones entre las a´reas de las figuras y sus transformadas con las de los
lados correspondientes de las figuras semejantes; pues el a´rea de la transformada so´lo depende del valor
de los factores de contraccio´n y las medidas de los lados dependen, adema´s, del sentido en que se apliquen
las contracciones.
Si F
′ ≡ Tλ2F ‖ (F ′ es la transformada resultante de dos contracciones con factor λ, paralelamente
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Para que dos figuras de igual nu´mero de lados sean semejantes es necesario y suficiente
que se cumpla que sus a´ngulos, tomando uno de cada figura, sean iguales dos a dos y sus
lados, tomados en forma ana´loga a los a´ngulos, este´n relacionados por un factor comu´n.
Toda figura es semejante a ella misma, puesto que se obtiene de aplicar dos contracciones
perpendiculares y consecutivas con factor λ = 1. Por supuesto que dos figuras iguales son
semejantes entre s´ı.
3. Contraccio´n del c´ırculo, elipses
Estudiemos ahora las contracciones del haz paralelo respecto al c´ırculo. Para ello no
trazaremos las infinitas rectas del haz, sino so´lo tres rectas, de manera que una de ellas
pase por el centro del c´ırculo y las otras dos sean tangentes a la figura; por supuesto, imag-
inaremos el movimiento de todos los puntos tal como si estuvieran trazadas las infinitas
rectas del haz.
La transformada que se obtiene al aplicar una contraccio´n paralela al c´ırculo se puede
observar en la ilustracio´n de la izquierda. La circunferencia, por su parte, se transforma
en otra curva que se denomina elipse.
Si denominamos r al radio del c´ırculo, el a´rea de la regio´n limitada por la elipse sera´ πr2λ.
Si aplicamos una contraccio´n a la transformada, paralela a la anterior, con factor 1/λ,
obtendremos el c´ırculo original. Si aplicamos una contraccio´n perpendicular con el mismo
factor obtendremos un nuevo c´ırculo de a´rea πr2λ2.
Si, por el contrario, aplicamos una contraccio´n perpendicular con factor 1
λ
, obtendremos
una nueva elipse que limita un a´rea equivalente a la del c´ırculo.
aplicadas a la figura F ), donde A y A
′
son las a´reas de las figuras anteriores, respectivamente; se tendra´ que
A
′
= λ2A y sin embargo no es cierto que l
′
= λl para cualquier lado de longitud l de la figura F y su
correspondiente de la figura F
′
con longitud l
′
. Pues si tomamos un haz paralelo que contenga algu´n lado
de F , este lado no variara´; si tomamos un haz que contenga un lado perpendicular a e´ste con longitud l,
al aplicar las contracciones sera´ l
′
= λ2l
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La contraccio´n paralela a la anterior, con el mismo factor, aplicada a la transformada del
c´ırculo, devuelve el c´ırculo original.
Una contraccio´n perpendicular a la anterior aplicada sobre la transformada del c´ırculo,
con el mismo factor, devuelve un c´ırculo con a´rea igual a λ2 veces la del c´ırculo original.
Una contraccio´n perpendicular con factor 1
λ
devuelve una elipse que encierra un a´rea
equivalente a la del c´ırculo original.
3.1. A´rea de la regio´n limitada por la elipse
Para estudiar las propiedades de la elipse, sustituiremos la recta intermedia del haz por el
dia´metro, en la circunferencia original; igualmente trazaremos el dia´metro perpendicular
al anterior. Denominaremos r al radio de la circunferencia.
Al aplicar la contraccio´n con factor λ, el dia´metro que se encuentra sobre el haz no
var´ıa, por lo que su mitad seguira´ siendo r. El dia´metro perpendicular al anterior se
multiplicara´ por λ y el radio se convertira´ en λr.
Los segmentos correspondientes a los dia´metros de la circunferencia, obtenidos despue´s
de la contraccio´n se denominan ejes de la elipse. Denotaremos D al mayor y d al menor
de ellos. Los segmentos r y rλ se denominan semiejes y se denotan con las letras a y b
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respectivamente, por lo que 2a y 2b sera´n las medidas de cada eje. Como b
a
= λ o´ a
b
= λ,
dependiendo de que λ sea menor o mayor que 1.
Ae = λAc = λ(πa2) =
b
a
(
πa2
)
= πab o´ Ae = λAc = λ(πb2) =
a
b
(
πb2
)
= πab
y en referencia a los ejes:
Ae = πab = π(D/2)(d/2) = πDd/4
3.2. Excentricidad
Por cuanto la elipse se define como el lugar geome´trico de los puntos del plano cuyas sumas
de las distancias a dos puntos fijos del mismo plano (denominados focos) son constantes;
vamos a ubicar los focos de la elipse resultante de la contraccio´n del c´ırculo.
La elipse de semiejes a, b (siendo a el semieje mayor) se puede obtener, aplicando una sola
contraccio´n, de las formas:
1. Aplicando la contraccio´n con factor λ = b/a al c´ırculo de radio a.
2. Aplicando la contraccio´n con factor λ = a/b al c´ırculo de radio b.
En el primer caso: λ > 1; en el segundo: λ < 1.
Del procedimiento para el trazado de la elipse (del hilo), observamos que los focos se situ´an
sobre el eje mayor D, a distancias iguales del centro de la figura (O). Denominemos los
focos con F y F
′
.
La suma de las distancias desde el punto A hasta ambos focos es:
AF + AF
′
= AF + AF + FF
′
= D. La suma de las distancias desde B hasta ambos
focos es: BF +BF
′
= D, por definicio´n de elipse.
Pero BF = BF
′
puesto que B es un extremo de d, perpendicular a D en su punto medio
y por lo tanto mediatriz del segmento FF
′
. En virtud de ello BF + BF
′
= 2BF = D y
BF = D
2
= a.
Como debemos calcularOF , aplicaremos el teorema de Pita´goras en el tria´ngulo recta´ngu-
lo BOF , donde BO = b:
(OF )2 = (a2 − b2), de donde : OF = (a2 − b2)1/2
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Si la elipse se obtuvo por la contraccio´n del circulo de radio a, entonces
OA = r = a y OB = b = aλ (λ < 1), por lo que nuestra fo´rmula quedara´:
OF = (a2 − a2λ2)1/2 = [a2(1− λ2)]1/2 = a(1− λ2)1/2 = r(1− λ2)1/2
Si se obtuvo la misma elipse aplicando la contraccio´n del c´ırculo de radio b, entonces b = r
y OA = a = b (λ > 1), de donde:
OF = (b2λ2 − b2)1/2 = [b2(λ2 − 1)]1/2 = b(λ2− 1)1/2 = r(λ2 − 1)1/2
Como 1− λ2 = −(λ2 − 1) y la cantidad subradical es siempre positiva, nuestra fo´rmula
puede expresarse as´ı: OF = r|λ2 − 1|1/2.
Luego los focos de la elipse: se ubicara´n sobre el eje mayor, a una distancia del centro
equivalente al producto del radio del c´ırculo que la origino´, por la ra´ız cuadrada del valor
absoluto de: el cuadrado del factor de contraccio´n aplicado, disminuido en 1.
Si establecemos que la elipse siempre esta´ generada por la contraccio´n del c´ırculo de
dia´metro 2a, siendo e´sta la longitud del eje mayor, tendremos que λ ≤ 1 en todos los
casos. Luego:
OF = a(1− λ2)1/2, de donde
OF
a
= (1− λ2)1/2
La razo´n OF
a
se denomina excentricidad de la elipse y se denota e, de lo que concluimos:
e = (1− λ2)1/2
Obse´rvese que si λ = 1 se ha aplicado la contraccio´n Ck0F , donde λ = k0 = 1 siendo e = 0
y OF = 0 por lo que los focos F y F
′
coinciden con el centro del c´ırculo y la suma de las
distancias de cualquier punto de la circunferencia a los dos focos sera´ 2r = D (dia´metro
de la circunferencia). Por supuesto, que en el c´ırculo el eje mayor y el menor coinciden.
Dos elipses FyF
′
, con semieje mayor y menor: a, b y a
′
, b
′
, respectivamente, son semejantes
si se cumple que a
b
= a
′
b′ y en consecuencia: e = e
′
.
3.3. Ecuacio´n
Si se situ´a la elipse en el plano cartesiano de tal forma que el centro coincida con el origen
de coordenadas, podemos deducir la ecuacio´n que la define: x
2
a2
+ y
2
b2
= 1. Partiendo de la
ecuacio´n de la circunferencia: x2 + y2 = r2.
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El punto P de la circunferencia se transforma en el punto P
′
de la elipse, despue´s de la
contraccio´n. Las coordenadas de P
′
son (x, y) y las de P : (x, y
λ
). El radio del c´ırculo
coincide con a.
En el c´ırculo se tiene: x2 +
(
y
λ
)2
= a2. O bien: x2 + y
2
λ2
= a2
Dividiendo por a2 ambos miembros de la igualdad anterior:
x2
a2
+
y2
a2λ2
= 1
De donde:
x2
a2
+
y2
(aλ)2
= 1
Y por u´ltimo
x2
a2
+
y2
b2
= 1
Por ser (x, y) las coordenadas del punto P
′
de la elipse y a, b la mitad de sus ejes mayor y
menor, se concluye que la u´ltima ecuacio´n esta´ referida a e´sta y se denomina: ecuacio´n
cano´nica de la elipse.
3.4. Longitud
Edwards y Penney en la obra Ca´lculo con Geometr´ıa Anal´ıtica (p.664), proponen
una fo´rmula para el ca´lculo aproximado del per´ımetro de la elipse:
p ≈ π(A+R) donde A = a+ b
2
y R =
[
a2 + b2
2
]1/2
Esta aproximacio´n falla por lo siguiente:
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Si observamos la ilustracio´n a la izquierda podemos darnos cuenta que cuando a y b
tienen valores muy pro´ximos, la longitud del per´ımetro tiende a 2πa, es decir tiende a
la circunferencia que origina la elipse; por otra parte, cuando b se aproxima a cero, el
per´ımetro se aproxima al valor 4a, por exceso En este sentido, la fo´rmula citada cumple
la primera condicio´n; mas, no la segunda.
Se trata de demostrar que l´ımb→0 π(A+R)♦4a+, por reduccio´n al absurdo:
Suponemos va´lida la fo´rmula p ≈ π(A+R)
Sustituyendo b por 0 en A y R tendremos: A = a
2
y R = a
√
2
2
Luego: l´ımb→0 π(A+R) = π(a2 +
a
√
2
2
) = a(πa
2
+ πa
√
2
2
). De donde:
π
2
+ π
√
2
2
= 4; como 3, 15 > π y 1, 42 >
√
2 se tendra´ que 3,15
2
+ 3,15(1,42)
2
> 4 por lo que
3, 15 + 3, 15(1, 42) > 8 y 3, 15 + 4, 473 > 8; por u´ltimo 7, 623 > 8 lo que es absurdo; con
lo que queda demostrado lo enunciado en un principio.
La fo´rmula que se propone para calcular la longitud de la elipse Le es:
Le = 4a
(π
2
)λ
, que equivale a Le = 4a
(π
2
) b
a
.
Como podra´ observarse:
l´ımb→a Le = l´ımb→a 4a
(
π
2
) b
a = 4a
(
π
2
) a
a = 2πa y
l´ımb→0 Le = l´ımb→0 4a
(
π
2
) b
a = 4a
(
π
2
) 0
a = 4a
En la tabla siguiente se presenta el resultado de la aplicacio´n de las dos fo´rmulas sen˜aladas,
partiendo de una circunferencia de radio 1 (a). Se ha disminuido progresivamente el valor
de b; el coincide en todos los casos con λ = b
a
a b π(A+B) 4a
(
π
2
)λ
diferencias
1 1,00000000 6,28318531 6,28318531 0,00000000
1 0,75000000 5,52569541 5,61241658 0,08672117
1 0,56250000 5,00313454 5,15676597 0,15363143
1 0,42187500 4,64451128 4,83947292 0,19496165
1 0,31640625 4,39779315 4,61438202 0,21658887
1 0,23730469 4,22668709 4,45246134 0,22577425
1 0,17797852 4,10671508 4,33476059 0,22804551
1 0,13348389 4,02161718 4,24853142 0,22691425
1 0,10011292 3,96059935 4,18498710 0,22438776
1 0,07508469 3,91643367 4,13795335 0,22151969
1 0,05631351 3,88421440 4,10302526 0,21881086
1 0,04223514 3,86056102 4,07702281 0,21646179
1 0,03167635 3,84310910 4,05762917 0,21452006
1 0,02375726 3,83018243 4,04314450 0,21296207
1 0,01781795 3,82057877 4,03231494 0,21173618
1 0,01336346 3,81342742 4,02421181 0,21078440
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1 0,01002260 3,80809282 4,01814516 0,21005233
1 0,00751695 3,80410815 4,01360116 0,20949302
1 0,00563771 3,80112879 4,01019654 0,20906775
Obse´rvese que a partir de los valores sen˜alados por la flecha, π(A+B) arroja resultados
inferiores a 4.
Si continuamos disminuyendo el valor de b el resultado se aproximar´ıa al valor 3, 79223780.
La fo´rmula 4a
(
π
2
)λ
mantiene los resultados por encima del valor 4. Si el valor de b se
continu´a disminuyendo el resultado se aproximar´ıa cada vez ma´s a 4.
3.5. Relaciones entre elipses
Sean e y e
′
dos elipses con semiejes mayor y menor iguales a a, b y a
′
, b
′
respectivamente.
Sus a´reas sera´n:
Ae = πab y Ae
′
= πa
′
b
′
; de donde
Ae
Ae′
=
ab
a′b′
=
a
a′
b
b′
Sus longitudes sera´n:
Le = 22−λπλa
y
Le
′
= 22−λ
′
πλ
′
a
′
; de donde
Le
Le′
=
22−λπλa
22−λ
′
πλ
′
a′
=
a
a′
22−λ−(2−λ
′
)πλ−λ
′
=
a
a′
2λ
′−λπλ−λ
′
=
a
a′
(
πλ−λ
′
2λ−λ
′
)
=
a
a′
(π
2
)λ−λ′
Decimos que dos elipses, de semiejes a, b y a
′
, b
′
, son semejantes si a
a′ =
b
b′ . De all´ı ten-
dremos que a
b
= a
′
b
′ , o k = k
′
. Siendo k y k
′
los factores de contraccio´n aplicados a las
circunferencias que las originan.
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Como b = ak y b
′
= a
′
k
′
se tendra´:
Ae
Ae′
=
ab
a′b′
=
aak
a′a′k′
=
( a
a′
)2
De lo anterior y de
a
a′
=
b
b′
se tiene:
Ae
Ae′
=
( a
a′
)2
=
(
b
b′
)2
Y como a y a
′
, o b y b
′
, son los radios de las circunferencias que generan las elipses,
tendremos que:
a
a′
=
b
b′
=
r
r′
De donde:
Ae
Ae′
=
( r
r′
)2
De donde concluimos que la razo´n entre las a´reas de elipses semejantes es igual al cuadrado
de la razo´n entre los respectivos radios de los c´ırculos que las generan.
Pero, como cualquiera de las elipses semejantes se puede obtener a partir de la otra
mediante la aplicacio´n de dos contracciones perpendiculares entre s´ı, con factor comu´n λ;
considerando originaria a la de semieje a, se tiene que:
a
a′
=
b
b′
=
1
λ
Siendo λ el factor de contraccio´n aplicado a la elipse originaria.
Luego: Ae
Ae′ =
1
λ2
y Ae
′
= λ2Ae.
Por otra parte tenemos: Le
Le′ =
(
a
a′
) (
π
2
)λ′−λ
=
(
a
a′
) (
π
2
)0
= a
a′ ; de donde
Le
Le′ =
(
Le
Le′
)2
. De donde concluimos que la razo´n entre las a´reas de dos elipses seme-
jantes es igual al cuadrado de la razo´n entre sus respectivas longitudes.
De Le
′
Le
=
(
a
a
′
)
y de a
a
′ = 1 se tiene Le
Le
′ = 1λ o´ λ =
Le
′
Le
y por u´ltimo:
Ae
′
= (Le
′
Le
)2Ae
Por lo que la semejanza en las elipses cumple con las condiciones estudiadas para la
semejanza de las figuras en general.
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4. Conclusiones
En este trabajo se ha presentado una utilidad ma´s de la Fo´rmula General del Area del
Pol´ıgono; integra´ndola al estudio de las transformaciones de figuras mediante la Contrac-
cio´n del Haz Paralelo Respecto al Pol´ıgono Dado, es posible abordar con mayor claridad
una serie de aspectos en Geometr´ıa Dina´mica. Incluso, en el estudio de figuras semejantes,
esta propuesta puede sustituir a la Homotecia, tambie´n llamada Contraccio´n al Punto,
debido a que las relaciones de semejanza son ma´s evidentes. Tal como puede observarse en
el caso de la elipse, tambie´n es posible evidenciar otros aspectos que permanecen ocultos
en las figuras cuando se tratan con me´todos, o procedimientos, tradicionales. A trave´s
de la utilizacio´n de computadora y software especializado las presentaciones podra´n ser
manipuladas por profesionales y estudiantes, por lo que el aprendizaje de los contenidos se
ver´ıa facilitado, se incrementar´ıa el intere´s y se abrir´ıan nuevos caminos en la Geometr´ıa
Euclidiana.
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